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верхні на силу різання (рис. 4). Аналогічні досліди 
були повторені при фрезеруванні, коли один із зубів 
фрези був зішліфован по задній поверхні для імітації 
його руйнування.
Рис. 4. Результати виміру сили різання з використанням 
фільтру AR(1) (різання справним інструментом)
Висновки
Порівняння варіантів контролю фрез показує, 
що варіант з використанням фільтру дозволяє точ-
но відрізнити руйнування ріжучого інструменту 
від зміни режимів різання і геометрії оброблюваної 
деталі.
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cal method of simulation of elastic vibrations of 
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lts of the numerical method are demonstrated
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В современном турбиностроении часто использу-
емым способом повышения эффективности является 
увеличение температуры на входе в первые ступени 
турбины. Причина использования высоких темпе-
ратур кроется в повышении давления для процесса 
адиабатического расширения, следовательно, в воз-
можности создания большей удельной работы при 
расширении газа в турбине. Сегодня входные темпе-
ратуры рабочего колеса газовой турбины достигли 
уровня, намного превосходящего температуры плав-
ления материала турбины.
Для снижения температуры лопатки применя-
ются различные технологии охлаждения. Значи-
тельная разница в температурах воздуха из камеры 
сгорания и охлаждающего воздуха из компрессора 
приводит к существенным температурным напря-
жениям в теле лопатки. Это обстоятельство бросает 
вызов существующим методикам оценки надежности 
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работы лопаточных аппаратов, в частности, опреде-
ления условий возбуждения автоколебаний лопаток 
в различных режимах работы турбины. Таким об-
разом, возникает проблема надежности лопаточных 
аппаратов с учетом повышенных тепловых нагрузок 
на лопатки. В частности, до последнего времени 
не была исследована проблема понижения уровня 
вибраций, в том числе по выявлению возможных 
автоколебаний лопаток, в условиях значительного 
перепада температур в лопатках, имеющих сложную 
структуру в связи с наличием каналов охлаждения. 
Проблема чересчур сложна для эксперименталь-
ных исследований, поэтому с помощью внедрения 
в практику проектирования современных методов 
и средств численного моделирования возможно су-
щественно снизить затраты на экспериментальный 
поиск оптимальных материалов и режимов эффек-
тивной работы турбины.
Таким образом, актуальной проблемой на данный 
момент является проблема численного моделирова-
ния взаимодействия натекающего потока и колеба-
ний лопаток с учетом значительной температурной 
неравномерности и сложной конструкции лопатки в 
первых ступенях газовых и паровых турбин.
Одной из задач, необходимых для решения данной 
проблемы, является моделирование упругих коле-
баний лопатки турбомашины. В статье рассмотрена 
математическая модель и численный метод реше-
ния динамических уравнений упругих колебаний 
лопатки. На сегодняшний день для решения задачи 
используются различные модели: модель тонких обо-
лочек [1,2],модель тонкой пластины с переменной 
толщиной [3],модель колебаний лопатки с учетом 
пространственной формы лопатки [4,5]. Для рассма-
триваемой проблемы наиболее подходящей моделью 
является последняя, поскольку позволяет учитывать 
как конструкцию лопатки, так и неравномерность 
температуры и свойств материалов. Для этой моде-
ли существуют несколько способов решения, в том 
числе модальный подход [4,6] и метод прямого инте-
грирования уравнений движения. Модальный под-
ход заключается в поиске решения в виде линейной 
комбинации собственных форм колебаний лопатки, 
коэффициенты которой зависят от времени и вы-
числяются на каждом временном шаге. Недостатком 
такого метода является необходимость повторного 
определения собственных форм и частот при изме-
нении физических свойств материала лопатки, что в 
плане вычислительных затрат может быть менее эф-
фективно, чем при прямом интегрировании уравне-
ний движения. Таким образом, наиболее подходящим 
методом моделирования колебаний лопатки в данной 
проблеме является метод прямого интегрирования 
уравнений движения.
2. Математическая модель
Ставится задача по решению динамических урав-
нений упругих колебаний лопатки турбомашины в 
трех пространственных измерениях. Материал ло-
патки предполагается изотропным, со свойствами, не 
зависящими от времени. Движение точек тела лопат-
ки описывается следующими уравнениями:
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 – коэффициенты Ламе; E – модуль 
Юнга; ν – коэффициент Пуассона [7]. Уравнения (1) 
дополняются граничными условиями на поверхностях 
лопатки: в корневом сечении 

u = 0 ; на поверхности 
σij j in p= , где σij – тензор напряжений; n j – вектор нор-
мали к поверхности; pi  – вектор внешних сил. В слу-
чае взаимодействия с окружающей жидкостью вектор 
внешних сил определяется как p pni i= , где p – давле-
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3. Численный метод
Существует множество методов численного ин-
тегрирования уравнений (1). Среди самых распро-
страненных применяются метод конечных разностей 
[8], конечных объемов [8] и конечных элементов 
[8,9]. Метод конечных разностей требует применения 
обобщенных координат, что усложняет уравнения; 
метод конечных объемов для получения приемле-
мых результатов требует применения аппроксимации 
высоких порядков. В то же время метод конечных 
элементов предоставляет достаточно эффективный 
алгоритм, позволяющий применять аппроксимацию 
различных порядков на разнообразных расчетных 
сетках. В данной работе применен метод конечных 
элементов, построенный на использовании линейных 
элементов на сетке из тетраэдров.
На каждом временном шаге вычисляются упругие 















r  – вектор, содержащий компоненты векторов 
сил вершин ячейки; 

δ  – вектор, содержащий ком-
поненты векторов перемещения вершин ячейки; 
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– вектор массовых сил в ячейке; {B} – матрица пре-
образования вектора перемещений δ  в вектор, содер-
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– объем ячейки. Далее выполняется интегрирование 
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где { }Ri  – матрица преобразования компонент век-
тора 

r  в компоненты вектора сил i-го узла расчетной 
сетки; 

ui  – вектор перемещения i-го узла; суммирова-
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ние ведется по всем ячейкам расчетной сетки. Инте-
грирование уравнения (3) осуществляется с помощью 
метода Рунге-Кутта 3-го порядка.
4. Тестирование численного метода
В качестве первого объекта тестирования числен-
ного метода было выбрано балку длиной 1 м ква-
дратного сечения 0,05х0,05 м, жестко заделанную на 
одном конце и свободную на другом. Объем балки был 
разделен на одинаковые прямоугольные шестигран-
ные ячейки, образующие расчетную сетку размером 
30х1х1, которые, в свою очередь были разделены на 5 
тетраэдрических ячеек каждая. В качестве начального 
условия был выбран изгиб вдоль одной из координат-
ных плоскостей, соответствующий одной из 4 первых 
собственных форм изгибных колебаний балки [10]. 
В результате получены частоты колебаний, соответ-
ствующие выбранным собственным формам. В табл. 
1 представлены теоретические [10] и расчетные значе-
ния собственных частот для заданных характеристик 
материала балки: модуль Юнга Е = 2,1⋅108 Па; коэффи-
циент Пуассона ν = 0,3; плотность ρ = 7,8⋅103 кг/м3.
Таблица 1
Собственные частоты изгибных колебаний балки
форма 1 2 3 4
частота, Гц
(теория)
23,549 147,595 413,313 809,946
частота, Гц
(расчет)
23,175 152,955 414,06 774,045
Среднее отличие представленных данных не пре-
вышает 2,4%. Также были получены частоты крутиль-
ных колебаний балки для первых 4 собственных форм. 
Результаты представлены в табл. 2.
Таблица 2
Собственные частоты крутильных колебаний балки
форма 1 2 3 4
частота, Гц
(теория)
257,7 773,2 1288,7 1804,1
частота, Гц
(расчет)
257,6 775,1 1288,1 1798,8
Среднее отличие представленных данных для кру-
тильных колебаний не превышает 0,16%.
Вторым объектом было выбрано турбинную ло-
патку стандартной конфигурации №4 [11] с характер-
ными размерами: хорда с = 0,0744 м; высота h = 0,04 
м. Для этой лопатки были определены сторонним ме-
тодом [6] собственные формы и собственные частоты 
упругих колебаний для условий защемления у корня 
и свободного конца лопатки. В качестве начального 
условия была выбрана одна из 5 собственных форм, 
для которой определялась соответствующая соб-
ственная частота. Расчетная сетка представляла со-
бой Н-сетку размером 6х22х1: 6 рядов равномерно по 
высоте, 22 ряда вдоль хорды, 1 ряд по толщине. Ячей-
ки сетки были разделены затем на 5 тетраэдрических 
ячеек каждая. В табл. 3 представлены исходные и 
расчетные значения собственных частот для задан-
ных характеристик материала лопатки: модуль Юнга 
Е = 2,1⋅108 Па; коэффициент Пуассона ν = 0,3; плот-
ность ρ = 7,8⋅103 кг/м3.
Таблица 3
Собственные частоты колебаний лопатки
форма 1 2 3 4 5
частота, Гц
[6]
5106,0 7110,1 13943,5 15862,0 18630,3
частота, Гц
(расчет)
5187,4 7195,4 13470,5 16147,9 18323,3
Среднее относительное отличие представленных 
данных для колебаний лопатки в табл. 3 не превышает 
2%.
5. Заключение
Представленные результаты численного модели-
рования упругих колебаний различных тел сложной 
формы демонстрируют достаточную эффективность 
и точность выбранного численного метода конечных 
элементов. Данный метод позволяет моделировать 
движение весьма сложных тел, таких как турбинные 
лопатки. Дальнейшее развитие метода для решения за-
дач термоупругости позволяет его использование для 
решения проблемы аэротермоупругости турбомашин.
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1. Введение
Материал, изложенный в статье, относится к 
области технической диагностики механического 
оборудования на основе анализа показателей его 
вибрации. Данное направление в технической диа-
гностике весьма актуально в настоящее время, ха-
рактеризующееся всё более широким применени-
ем автоматизированных систем, контролирующих 
технические и технологические параметры работы 
оборудования.
2. Проблема и ее связь с научными и практическими 
задачами
Основная задача технической диагностики – рас-
познавание технических состояний объектов, в 
условиях ограниченного объема информации [1]. 
Понятие техническое состояние (ТС) включает сово-
купность признаков (параметров), характеризующих 
изменение свойств объекта в процессе эксплуатации. 
Теория диагностики предполагает, что объект может 
иметь множество состояний [2]. Однако практиче-
